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Energieeigenwerte wasserstoffihnlicher Atome ohne relativistische Korrekturen

1 Einleitung

Mithilfe der Rontgenspektroskopie kann man detaillierte Aussagen iiber die Energieeigenwer-
te der Elektronen im Inneren einer Elektronenhiille machen. In diesem Versuch sollen somit
Vergleiche zwischen den auf Basis der Quantenmechanik theoretisch berechneten Werten und
den gemessenen Werten gemacht werden, wobei man bei der Berechnung der Energieeigenwerte
analog zum Wasserstoffatom verfihrt. Dabei wird die Annahme gemacht, dass zwischen dem
jeweils angeregten Elektron und den restlichen Elektronen, die als starr aufgefasst werden, keine
Wechselwirkung auftritt. So dass deren Existenz letztlich nur eine Abschirmung der Kernladung
z bewirkt und man so zur mathematischen Beschreibung in der Schrédingergleichung des Was-
serstoffatoms lediglich die Kernladungszahl z durch die effektive Kernladungszahl z.f; zu sub-
stituieren hat. Des Weiteren werden zu Erhohung der Genauigkeit relativistische Korrekturen
(Feinstrukturen) vorgenommen, die im Zuge der quantenmechanischen Stérungsreihenentwick-
lung erster Ordnung eine Korrektur der Energieeigenwerte bewirken.

2 Theorie

2.1 Energieeigenwerte wasserstoffahnlicher Atome ohne Beriicksichtigung von Spin und
relativistischen Effekten

Geht man von einem Elektron in einem Coulombfeld einer Kernladung z.s - ep aus, so erhélt
man die potentielle Energie

2
Feff " €0
=——"— 2.1
UGy = - (21)
so dass die Schrédingergleichung die Gestalt
2 02
Eq/):< LD eo)u) (2.2)
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annimmt. Lost man die Gleichung in Polarkoordinaten (unter Beriicksichtigung der Rotations-
symmetrie des Systems) auf und nutzt einen Seperationsansatz aus um die Eigenfunktionen
geméfs

U(r,6.0) = Y(¢,0) - X

in die Kugelflichenfunktion (also den Winkelanteil) Y (¢, 6) und x(r), den Radialanteil, aufzu-
spalten. Mit der Variablentransformation

_rmg eg
T dmegh?
erhilt man folgende Gleichung:
& z(z+1)1+2 LB 0 (2.3)
75 = D) Reff— =Y, .
dp? 2 ffp X




Energieeigenwerte wasserstoffihnlicher Atome ohne relativistische Korrekturen

in der die Abkiirzungen

~ 4
_ E _ mo 60
FE = o und Ry = Seoh

verwendet wurden, wobei Ry, = 13,6 eV die Rydbergenergie und ¢ der Eigenwert des Bahndre-
himpulses sind. Betrachtet man zunichst lediglich asymptotische Lésungen also solche x fiir
die p hinreichend groft wird, dann fallen der zweite und der dritte Term der Gleichung (2.3)
heraus und man erhilt als einzige physikalische Losung

X(p) = const - exp (— —Ep) ) (2.4)

falls man zudem beachtet, dass x eines gebundenen Zustandes bei p — oo verschwinden muss
(da die gebundenen Zusténde fiir p — oo zu Streuzustinden werden und die Elektronen somit in
Kernenéhe eine Aufenthaltswahrscheinlichkeit haben die gegen Null geht). Fiir den Fall p — 0
ergibt sich

x(p) = const - p**1, (2.5)
als einzige Losung, die physikalisch sinnvoll ist. Aus (2.4) und (2.5) lassen sich nun per Potenz-

reihenansatz (fiir die Konstante const) die Energieeigenwerte:

E= i it k=012 2.6
——m mi =U,1,2,... ()

berechnen. Mit n := k + £ + 1 kann man nun die Hauptquantenzahl definieren, mit der sich die
Energieeigenwerte wie folgt darstellen lassen:

22
E, = — Ry, 1 (2.7)
n




Relativistische Korrekturen

2.2 Bericksichtigung der relativistischen Massenabhangigkeit

Die relativistische Massenabhédngigkeit wird als zusédtzlicher Term im Rahmen einer Stérungs-
rechnung zu den Eigenwerten des Hamiltonoperators hinzugefiigt. Hierzu ersetzt man den Ope-
rator der kinetischen Energie durch die fiir relativistische Geschwindigkeiten v korrekte Glei-
chung:

To = /i 1 P — (2.8)

Fithrt man mit (2.8) eine Taylorreihenentwicklung durch und beachtet man, dass es sich bei
dem zweiten Glied der Gleichung nur um eine kleine Stérung handeln soll, kann man die Erwar-
tungswerte des Storoperators Hg o< P* zu denen der ungestérten Eigenfunktion hinzuaddieren:

1 1

_ 4
Erel, = gWW,P V) + By (2.9)

Berechnet man nun die Energieeigenwerte, erhdlt man:

22 2 2 3
Ere, = —Roo< eff | 2TelS ( 3) : (2.10)

n? n3 \20+1 “4n

in der die Abkiirzung

e2 1

O = Treohe ~ 137

verwendet wird. Diese Konstante ist in der Literatur unter dem Begriff Feinstrukturkonstante
zu finden.
2.3 Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung

Auch hier soll durch Stérungsrechnung ein zusétzlicher Stérterm gefunden werden:
Hyes = H+ Hgpp (2.11)

Der Operator Hg,p lasst sich aus der Diracschen Theorie des relativistischen Elektrons ableiten.
Wenn man nur Glieder bis zur Ordnung C% beriicksichtigt und als Feld ein Coulombfeld zugrunde
legt, erhélt man folgende Gleichung:

11 2
- 1dU W g. G (2.12)

2mg

Hgs,p = ——5-L—
P c2r dr 8771(2)62

Fiir £ # 0 erhilt man dann:

4 .. 3
_ g e U D) — g
(¥, Hsppt) = o R nd Il +1)(20+1)

(2.13)

Dies vereinfacht sich fiir ¢ = 0 zu:

4
ZE
(¢, Hopph) = 0> Roy nf;f (2.14)




Energieeigenwerte wasserstoffihnlicher Atome

2.4 Energieeigenwerte wasserstoffahnlicher Atome

Mit Hilfe der vorangegangenen Uberlegungen lassen sich nun die Energiecigenwerte fiir wasser-
stoffihnliche Atome angeben. Fiir ¢ # 0 gilt:

22 2 2 2 i1 — e +1) =3
En,é,j_—Roo< Iy o2 eff( 3>—a2ROO erp JULD D 53, 45

n? nd \20+1 4n nd A0+ 1)(20+1)

Beachtet man nun, dass der Elektronenspin nur parallel oder antiparallel zum Bahndrehim-
puls stehen kann, erhilt man letztlich die Sommerfeldsche Feinstrukturformel in der Naherung

0 (L)
22 23 1 3
eff | 2%eff
FEpni=—Rs , - 2.1
J R <n2 to n3 j—}—% 4n (2.16)
Fiir ¢ = 0 gilt:
2 4
_ Zeff | oFeff (13
E,1=—Rx < 5ot (1 (2.17)

Mit (2.15) konnten Emissionslinien im Spektrum wasserstoffahnlicher Atome erstmalig erklart
werden. Bei Atomen ab etwa z > 70 muss allerdings noch ein weiterer Korrekturterm beachtet
werden:

28 1 n ’ 3 n 2 3 n 5
AE(a*:8, ) = —R ot ¢l [ o] -: = 2.18




Bezeichnung der einzelnen Niveauiiberginge

2.5 Bezeichung der Energieniveauiibergédnge

Energie
Solange ein Atom im Grundzustand ist, S lonisierungsgrenze
kann es aufgrund des Pauliverbotes (es No i
kénnen keine Uberginge in niedrigere My =2, =3
Niveaus stattfinden) keine Rontgenquan- My =2, =%
ten emittieren. Das bedeutet, dass ein Modne | Mm =1, %
Elektronenstof oder ein energiereiches M =14
Rontgenquant benétigt wird, um das M =0.F%
Atom (instabil) anzuregen. Die durch die
Anregung des entsprechenden Elektrons Lm =
entstandene Liicke, wird alsbald durch ein L-Schale /| =1 1
Elektron einer héheren Schale aufgefiillt, n=2) . T
wobei wiederum ein Loch in einer oberen ' =OE7
Schale entsteht. Auch dieses Loch wird
durch ein energiereicheres Elektron (unter Ko, Koy Ko, Kp, Kg,
Aussendung eines Photons gefiillt, wobei
sich dieser Vorgang solange wiederholt,
bia dass alle Elektronen einen minimalen e Y ¥ W ¥ ¥ ot

Energieeigenwert aufweisen.

Abbildung 1: K-Uberginge
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Abbildung 2: Bezeichnung der L-Ubergiinge
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Bezeichnung der einzelnen Niveauiiberginge

Der Begriff ,Schale stammt dabei noch aus dem Atommodell nach Bohr, in dem die Schalen

die Aufenthaltswahtrscheinlichkeit der Elektronen (beim Umlauf der Elektronen auf konstan-
ten Bahnen um den Kern) charakterisieren. In der modernen Quantenmechanik lédsst sich der
Begriff Schale auf die Gesamtheit aller Elektronen innerhalb eines Atoms beziehen, die jeweils
die gleiche Hauptquantenzahl n besitzen. Durch die relativistischen Korrekturen, spalten alle
Schalen in 2n — 1 Unterschalen auf. In Abbildung 1 und 2 sind die Uberginge von Elektro-
nen hohere Schalen auf die K-Schale (n=1) bzw. die L-Schalen (n=2) schematisch dargestellt.
Ubergiinge, die auf die K-Schale gehen, werden als K-Strahlung bezeichnet, dies gilt analog fiir
L- und weitere Strahlung.
Um die Strahlungsiiberginge weiter zu charakterisiseren, wurden grichische Indices eingefiihrt.
Somit wird z.B. der Ubergang eines Elektrons aus der L-Schale in die K-Schale als K,,-Linie
bezeichnet siehe (Abb. 1), wenn sich die Quantenzahlen des Elektrons beim Ubergang von
L=1, 5= % auf £ =0, j = % dndern. Die Wahrscheinlichkeit dieser Uberginge zwischen
den Schalen unterliegt bestimmten Auswahlregeln der Quantenzahlen n, £ und j, wobei die fiir
diesen Versuch interessierenden Ubergiinge in Abb. 1 und 2 aufgefiihrt sind. Folgende Quanten-
zahlinderungen (Auswahlregeln) sind dabei fiir Rontgeniibergéinge relevant.

An=1,2,3 (2.19)
Al =+1 (2.20)
Aj=0,+1 (2.21)

2.6 Energie von Réntgenemissionslinien

Bei einer Rontgenemission wird nach (2.) ein Photon der Energie

E = |Ey j| —|En;

- / /2 — - ! gl

n2 n n +% n'3

freigesetzt.

2.7 Die Abschirmkonstanten

Durch o, und s,,; werden jeweils die vollstdndige und innere Abschirmung ausgedriickt, wobei
die beiden Grofen geméfs

Zeff =2 — 0O
Zeff =2 — S

mit der effektiven Kernladungszahl verkniipft sind. Beide Grofen beschreiben die Schwichung
des Kernfeldes, welche durch die beim Emissionsprozef unbeteiligten Elektronen hervorgerufen
wird.

So wird die Grofe o, im wesentlich durch die Anzahl der Hiillenelektronen bestimmt, deren
Ladungsverteilungsmaximum innerhalb der n-ten Schale liegt, wobei dennoch der Einfluss ,3u-
fserer” Elektronen, also solcher mit n’ > n auf o, zu bemerken ist, da o, bei festgehaltenem
n und steigendem z anwichst. Dieser Effekt ist verstidndlich, wenn man beriicksichtigt, dass
die radiale Ladungsverteilung eines Hiillenelektrons auch noch in Kernn&he deutlich von null
verschieden ist.




Absorptionsspektrum

Im Gegensatz dazu ist ein Einfluss der dufseren Elektronen auf die Spin-Bahn-Kopplung nicht
feststellbar, so dass die Abschirmungszahl s, praktisch z-unabhingig ist (aufer bei Atomen
mit sehr niedrigen z-Werten). Dabei wird der Wert der Konstante s, im wesentlichen durch
diejenigen FElektronen bestimmt, die innerhalb der n-ten Schale liegen. Somit wird die Grofe
sp, auch als Konstante der inneren Abschirmung bezeichnet, wihrend man o,, auch Konstante
der vollstindigen Abschirmung nennt.

Beide Grofen hingen von der Hauptquantenzahl n und der Nebenquantenzahl ¢ ab, wobei
beide mit steigendem n sehr stark anwachsen.

2.8 Absorptionsspektren

durchgehende

Intensitat
A

1040

K-Kante

101

>

Energie
Abbildung 3: Typisches Réntgenabsorbtionsspektrum

Beim Durchgang durch Materie wird die Intensitdt von Strahlung reduziert. Ein typisches
Spektrum zeigt Abb. 3, in dem die stetigen Abschnitte dem Absorptionsgesetzt

dl = —vIdx

folgen. Dabei sind I die Intensitdt, v die Abschirmungskonstante und x die Schichtdicke. In
guter Niherung entspricht das Absorptionsgesetz einem E3°-Gesetz, wobei die Absorption bei
bestimmten Energien sprunghaft ansteigt. Diese Stellen werden als Absorptionskanten bezeich-
net. Das sprunghafte Ansteigen lisst sich dadurch erkldren, dass die Energie des einfallenden
Réntgenquants ausreicht, um ein Elektron aus einer der Schalen des Absorberatoms zu ent-
fernen. Das Elektron wird dabei in das néchste (unbesetzte) Niveau oder den kontinuierlichen
Energiebereich oberhalb der lonisationsenergie vesetzt. Fiir die Absorption eines Rontgenquants
durch ein Elektron der K-Schale eines Atoms ist die Energie

- 2 1
EK e = floo <(21(3'21p) +a?(z—s10)"- 4> (2.23)

notwendig.




Aufbau und Durchfiihrung

3 Aufbau und Durchfiihrung

3.1 Beschreibung der Messapparatur

Innerhalb dieses Versuchs werden sowohl Absorptions- als auch Emissionsspektren verschiedener
Elemente untersucht. Als Quelle wird dazu die Bremsstrahlung einer Rontgenrdhre verwendet,
welche ein kontinuierliches Energiespektrum liefert. Storend ist hierbei lediglich die charakte-
ristiscche Strahlung der Rohre, welche sich als Streustrahlung iiber die eigentliche Messung
legt. Der prinzipielle Aufbau der Apparatur ist in Abb.4 dargestellt. Als Detektor wird ein sog.

SifLi)-Detektor
Probe + Vorverstarker
Rintgenrdhre
Ciewar-
gefalk
Streukammer
2>
Rohrenstrom- Hauptverstirker
versorgung Spannungsversargung

ielkanalanabysator

Abbildung 4: Schematischer Aufbau

lithiumgedrifteter Silizium-Detektor verwendet, welcher eine hohe Energieauflésung bietet. Er
gibt pro einfallendes Rontgenquant einen elektrischen Impuls ab, welcher dann von einem Vor-
und Hauptverstirker linear verstirkt wird, bevor er dann auf einen Vielkanalanalysator geleitet
wird. Der Vielkanalanalysator sotiert und speichert die Impulse geméfs ihrer Héhe in verschie-
dene Kanélen (bis zu 1024). Das Impulshéhenspektrum kann schlieflich auf einem Bildschirm
sichtbar gemacht werden.

3.2 Der lithiumgedriftete Silizium-Detektor

Der im Titel genannte Detektor ist eine Photodiode (die Diode besteht hier aus einem schei-
benférmigen Si-Einkristall, dessen Seiten p- bzw. n-dotiert sind), welche durch verschiedene
Mafsnahmen deutlich verbessert wurde. Prinzipiell gelten zun&chst die Grundlagen der Sili-
ziumdiode - Elektronen und Loécher diffundieren durch die Grenzfliche zwischen den beiden
Schichten in die jeweilige Nachbarzonen ein und rekombinieren dort, so dass sich in der Um-
gebung der Grenzfliche eine Zone ausbildet, die an beweglichen Ladungstrigern verarmt ist.
Dadurch verbleiben in der p-Schicht die ortsfesten Akzeptoren, welche eine negative Raumla-
dung erzeugen. In der n-Schicht befinden sich iiberwiegend die Donatoren, welche eine positiven
Raumladung bewirken. Die Raumladungen erzeugen ein elektrisches Feld, welches die Diffusion
der beweglichen Ladungstriger schlielilich unterbindet.

Die so entstehende ladungstragerarme Zone weifit eine Breite auf, derem Groéfienordnung im
Bereich pm liegt. Durch eine von Auften an den Kristall angelegte Gleichspannung U l&sst sich
diese Zone zusétzlich vergrofern.

Ein Réntgenquant mit ausreichender Energie erzeugt eine Reihe von Elektronen-Loch-Paaren
in seinem Weg durch das Kristallgitter. Diese weit iiber das Leitungsband angehobenen FElek-

10



Aufbau und Durchfiihrung

tronen geben ihre Energie durch Bildung weiterer Elektronen-Loch-Paare ab. Wenn man eine
geniigend hohe Spannung anlegt, lassen sich die Elektronen und Licher an verschiedenen Elek-
troden trennen, so dass schlieflich ein Impuls weitergeben wird.

Die Sperrschichtbreite S einer normalen Photodiode ist jedoch zumeist nicht breit genug, weswe-
gen man den spezifischen Widerstand pg des Halbleitermaterials erh6hen muss, da Widerstand
und Sperrschichtbreite gemaf

S[mm] = a/Ups

voneinander abhdngen. Dabei ist U die angelegte Spannung und a ist eine Konstante, die den
Wert 0,0005 hat falls die Dichte der Akzeptoren N4 viel grofer ist als die Dichte der Donato-
ren Np und 0,0003 falls Np >> N4. Um den spezifischen Widerstand des Halbleitermaterials
zu vergrofern, kann man Ionen in den Kristall einbauen, die eine entgegengesetzte Elektro-
nenaffinitdt wie die bereits vorhandenen Storstellen besitzen. Dieser Drift neutralisiert jedes
Storstellenatom durch ein hineingedriftetes Zusatzion, weswegen pg um mehrere Grofenord-
nungen steigt. Die so enstandene Diode nennt sich p-i-n-Diode und hat eine Verarmungszone
von mehren mm Dicke. Da allerdings die Li-Atome bei Zimmertemperatur bereits sehr beweg-
lich sind, muss der Detektor mit fliissigem Stickstoff gekiihlt werden.

Somit hat man einen Detektor, dessen Auflésungsvermdogen das aller anderen Detektoren iiber-
trifft. Wenn die mittlere Anzahl der entstandenen Elektronen-Loch-Paare pro absorbiertem
Réntgenquant 7 betréigt, dann ist die Standardabweichung gegeben durch:

o= \/f (3.1)

Fist hierbei der sog. Fano-Faktor, der fiir Silizium den Wert F' = 0, 13 hat. Hieraus ldsst sich die
Halbwertsbreite im Energiespektrum an der Stelle E berechnen, welche das Auflsungsvermogen
des Detektors ohne Beriicksichtigung von Effekten wie dem Rauschen des Verstérkers darstellt:

Ani

AE, = —2F =/8In(2)FEEgR (3.2)

n

wl=

Au-Schicht
n-Schicht -Schicht
Lsonicht |
T
Ba-Fenstar
KURMngsr Illhluggr:ﬂrll'talﬂ
Ro.-Quant
— zum
Dewar-Gafak

= zum verstarker

Abbildung 5: Querschnitt durch einen Si(Li)Detektor

Die Abbildung 5 zeigt den schematischen Aufbau eines solchen Si(Li)-Detektors, bei dem der
Kristall im Vakuum montiert und iiber einen Kiihlfinger mit einem Kryostaten verbunden ist,
wobei diese Maknahmen dazu dienen, den Detektor auf der Temperatur des siedenen Stickstof-
fes zu halten und ihn vor Reifbildung zu schiitzen.

11



Aufbau und Durchfiihrung

Die untere Grenze der spektralen Empfindlichkeit eines Si(Li)-Detektors héngt im wesentlichen
von der Absorption im Berylliumfenster ab (deswegen verwendet man dafiir ein Material mit
niedriger Kernladungszahl z = 4), welches die Photonen zunéchst durchqueren miissen, bevor
die zum Detektor gelangen kénnen. Weitere Abhéngigkeiten der untere Grenze der spektralen
Empfindlichkeit sind die sogenannte tote Zone sowie die Goldkontaktierung der p-Schicht, wobei
man unter der toten Zone die p-dotierte Raumladungsschicht versteht, in der keine Ladungstra-
gerpaare getrennt werden konnen, die aber von den Rontgenquanten durchdrungen werden muss,
um in die Sperrschicht zu gelangen. Ublicherweise betrigt die Dicke der Totschicht 0,3 pm und

die der Goldschicht 0,02 pum.

T 23 % 10 W 50
100 % — e m— T 100
]r: - -
[ T % =
e 0%V | R T 30
'S I Al
= L \
o 0% { T I \
E 10 2% 1 - - 1 - ; 1.1 :' ’IU%’&
e H— I T B
E- 594 r| T L 5%
i [ - [
T % ’f : a8
1% I I === o s - _\\1"(‘0
1 T
0.5% H— 1T
f — [T
| |

1T T
| | L ! 111
1 2 5 W 2 50 100
Rontgenenergie [keV]

Abbildung 6: Spektrale Empfindlichkeit des Detektors

Abb. 6 zeigt die spektrale Empfindlichkeit, welche bei niedrigen Energien durch Tot- und
Goldschicht und bei hohen Energien wegen der endlichen Lénge der lithiumgedrifteten Zone

abnimmt.

3.3 Durchfiihrung
e Zunidchst eicht man die Apparatur anhand der CuK,, CuKg und ZrK, Linie

e Dann misst man die K-Absorptionskanten einiger Elemente

Daraufolgend werden die L-Absorptionskanten bestimmter Elemente vermessen

Messung der K-Fluoreszenzspektren einiger Elemente inclusive Unterscheidung der K-

und K,,-Linien.

Letztlich werden Ausdrucke des U — L—Absorbtionsspektrums und des Sm—Fluoreszenzspektrums

angefertigt.

12



Eichspektren

4 Auswertung

Um den einzelnen Kanélen des Vielkanalanalysators die entsprechenden Energiewerte zuordnen

zu kénnen, muss zu Beginn einer Messung ein Eichspektrum aufgenommen werden. Dabei wer-
den die Cu Ko— (8,040 keV'), Cu Kg— (8,904 keV') und die Zr K,—Emmissionslinie (15,730 keV')
verwendet. Um optimale Ergebnisse erzielen zu konnen werden insgesamt 2 Eichspektren auf-
genommen, wobei das erste Eichspektrum bis Energiewerte von 20 keV reicht und das zweite
Eichspektrum den Energiebereich von 0 kel bis 50 keV abdeckt.

Bevor die benétigten Energiewerte berechnet werden kénnen, miissen zunéchst die entsprechen-
den Eichgeraden errechnet werden.

4.1 Eichmessung

Mittels linearer Regression lassen sich die gemessenen Kanéle den richtigen Energiewerten iiber
die Eichgerade zuordnen. Bei den linearen Regressionen werden die gemessenen Kanalnummern
gegen die entsprechenden Emmissionslinien (sieche Tabelle 1 und 2) aufgetragen. Der Verlaufe
der entsprechenden Regressionsgeraden wird in der Abbildung 7 bzw. 8 veranschaulicht.

¢ Messpunkte
— Eichgerade

16
15
14
13-
12

11

Energiewert [keV]

10

T T T T T T T T T T T T T T 1
300 350 400 450 500 550 600 650

Kanalnummer

Abbildung 7: Verlauf der Eichgeraden fiir Energien bis 20 keV'
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Eichspektren

Die Eichgerade hat dabei die folgende Gestalt:
keV

FE = (254,700 + 0,056) - 10~* - K — (11,002 4 0,254) - 1072 keV 4.1
(254,700 %0,056) 10~ = K — (11,00240,254) - 10 2 keV (4.1)
Emmissionslinie | E [keV] | Kanal Emmissionslinie | E [keV] | Kanal
Kupfer K, 8,040 320 Kupfer K, 8,040 141
Kupfer Kpg 8,904 354 Kupfer Kg 8,904 154
Zirconium K, 15,730 622 Zirconium K, 15,730 273
Tabelle 1: Daten zur Eichmessung bis Tabelle 2: Daten zur Eichmessung fiir den Energie-
Energien von 20 keV bereich von 0 keV bis 50 keV

¢ Messpunkt
—— Eichgerade

16

15
14
13-
12
1

10 H

Energiewert [keV]

T T T T T T T T T T T T T T T
140 160 180 200 220 240 260 280
Kanalnummer

Abbildung 8: Verlauf der Eichgeraden fiir den Energiebereich von 0 keV bis 50 keV

Fiir diesen Energiebereich hat die Eichgerade die Form:

keV
Kanal

E = (579,000 + 7,679) - 10~* K — (7,136 +15,238) - 102 keV/ (4.2)
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Auflésungsvermogen des Detektors

4.2 Bestimmung des Auflésungsvermogen des Detektors

Um tber die Exaktheit der im folgenden prasentierten Messwerte Aussagen treffen zu kénnen,
soll zunéchst das Auflésungsvermogen des Detektors berechnet werden. Dieses ldsst sich durch
die Halbwertsbreite einer Emmissionslinie abschétzen, wobei dies entweder fiir ideale Detektoren
iiber (3.2) geschehen kann, oder fiir reale Detektoren aus den aufgenommenen Messwerten.
Hier soll als Beispiel die Cu K,-Linie des Eichspektrums dienen, bei der die Halbwertsbreite
fiir ideale Detektoren zu

AE) e = 0,144 keV (4.3)

, idea
bestimmt werden kann, wihrend sich die entsprechende Halbwertsbreite fiir einen realen Detek-
tor in diesem Fall zu

AE; real = 0,272 keV (4.4)
abschétzen ldsst. Somit besteht eine Abweichung von 88,4 % zwischen dem idealen und dem
realen Detektor.
Zur Bestimmung dieses Wertes liest man mittels des Cursors die Anzahl der gezdhlten Ereignisse
auf dem Maximum des Peaks ab, und sucht mit Hilfe des Cursors links und rechts neben dem
Maximum den Kanal an dem die Anzahl der Ereignisse genau die Hilfte des Maximumwertes
annimmt. Da es sich bei dem Merkmal ,Kanal® um einen diskreten Wert handelt ist es sehr
unwahrscheinlich, dass die gesuchte Anzahl an Ereignissen einen eigenen Kanal aufweist. Um
dieses Problem zu l6sen kénnen die beiden Kanéle ausgelesen werden, deren Ereigniszahl am
néchsten zu dem gesuchten Halbwert liegt, so dass per linearer Interpolation die entsprechende
Stelle bestimmt werden kann.
Sobald die entsprechenden Positionen gefunden sind, lassen diese sich iiber die Eichgerade (4.1)
in die entsprechenden Energiewerte umrechnen. Nun muss nur noch die Differenz beider Werte
berechnet werden um die gesuchte Halbwertsbreite zu bestimmen. Die bei dieser Berechnung
verwendeten Wertepaare sind in Tabelle 3 aufgefiihrt.

Kanal | Counts
311 448
312 530
320 974
326 520
327 451

Tabelle 3: Messwerte zur Bestimmung des Auflosungsvermogen des verwendeten Detektors
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K-Absorptionskanten

4.3 K-Absorptionskanten

Mit Hilfe der Gleichung (2.23) lassen sich aus dem Absorptionsspektren einzelner Elemente die
Konstanten der vollstédndigen Absorption

o1 = 2 EK, abs a?z4
1,0=2— -
Ry 4

v
Zl

(4.5)

berechnen, wobei man s; 9 = 0 annehmen soll. Die Messwerte (Mittelwert der Kanile), die zu
den Absorptionskanten der betrachteten Elementen gehoren, werden in Tabelle 4 ebenso wie
die zugehorigen Energien, die mit (4.5) berechneten Absorptionskonstanten und deren Fehler
aufgefithrt. Dabei wurden die Energiewerte der Absorptionslinien der Elemente bis Z = 41
mittels (4.1) berechnet, wihrend man ab Z = 42 Gleichung (4.2) verwenden muss.

Z Element Kanal E []{TEV] 01,0 01,0 Theorie
22 Titan 200,5 4,997 £0,003 | 2,92+ 0,02 2,98
23 | Vanadium | 225,0 | 5,621 +£0,003 | 2,77+ 0,02 3,06
26 Eisen 285,5 7,162+ 0,003 | 3,194+0,02 3,27
30 Zink 390,5 | 9,836 +0,003 | 3,31+0,02 3,54
31 Gallium 410,0 | 10,333 + 0,003 | 3,67 £ 0,02 3,59
32 | Germanium | 441,0 | 11,122+ 0,004 | 3,65 £ 0,02 3,66
35 Brom 933,5 | 13,478 £0,004 | 3,84+ 0,03 3,84
37 | Rubidium 603,0 | 15,248 +£0,004 | 3,90+ 0,03 3,95
38 | Strontium | 639,0 | 16,165+ 0,004 | 3,94 £+ 0,03 4,00
40 | Zirconium 713,0 | 18,050 £ 0,005 | 4,05+ 0,03 4,10
41 Niobium 753,5 | 19,082+ 0,005 | 4,06 + 0,03 4,15
42 | Molybdéan 346,0 | 19,985 +0,029 | 4,22+ 0,17 4,20
44 | Ruthenium | 382,5 | 22,112+ 0,031 | 4,31 +£0,18 4,30
46 Paladium 420,65 | 24,3274+ 0,033 | 4,43 +£0,19 4,39
47 Silber 439,0 | 25,406 + 0,035 | 4,55+ 0,20 4,44
50 Zinn 501,0 | 29,020 +0,039 | 4,73 +0,21 4,57
52 Telur 5475 | 31,730 +0,042 | 4,73 +£0,22 4,66
56 Barium 644.5 | 37,384 +£0,049 | 4,85+ 0,25 4,82
60 Neodym 748,5 | 43,446 £0,056 | 5,04 + 0,28 4,98

Die Fehler der Energiewerte werden dabei iiber

ermittelt, wobei Aa und AEj die Fehler der Steigung und des Energiewert- Achsenabschnittes

AE = /(K - Aa)? + (AE,)?

der Eichgeraden (4.1) und (4.2) sind.

Tabelle 4: Messwerte zur Bestimmung der K-Absorptionskanten
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K-Absorptionskanten

Des Weiteren konnen die Fehler der Absorptionskonstanten oy o iiber

AE?
4z" Rso

Aoy = (4.7)

berechnet werden. Wenn man nun die entsprechenden Werte der Kernladungszahlen Z und der
Abschirmungszahlen o1 o gegeneinander auftragt (siehe Abbildung 9), ist zwischen den beiden
Grofen ein eindeutiger linearer Zusammenhang zu erkennen. Der Regressionsverlauf ist dabei

- Messwerte
« Theoriewerte

5,5 - )
’ —— Regressionsverlauf

1,0

5,0

45-

4,0 5

3,5

3,0 1

Konstante der vollstdndigen Abschirmung o

2577+
20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

Kernladungszahl Z

Abbildung 9: Zusammenhang zwischen der Kernladungszahl Z und der vollsténdigen Abschir-
mungskonstante o1

durch die Geradengleichung
01,0 = (0,059 £+ 0,002) - Z + (1,661 + 0, 101)

gegeben.
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K-Absorptionskanten

4.4 L-Absorptionskanten und Fluoreszensspektrum

Sowohl mittels der L-Absorptionskanten als auch mit Hilfe des Fluoreszenzspektrums lésst sich
die Abschirmungskonstante s ; berechnen.

Dies kann fiir die L-Absorptionskanten (siehe Abbildung 3) mit Hilfe des Kantenabstandes

A =FEr,, — Er,,,, geschehen, indem man die Gleichung

o (A A AN 9.8
521 =2 oV R R 2R )"

bei der es sich lediglich um eine Nahrung handelt, verwendet. Die Messwerte, die dabei bei der
Berechnung von sz 1 verwendet wurden, sind ebenso wie die berechneten Werte der Abschirm-
konstante in Tabelle 5 aufgefiihrt und anschlieffend in Abbildung 10 veranschaulicht.

(4.8)

zZ Kanal ELIII [keV] Kanal ELH [k:eV] ELH — ELHI 52,1 52,1 Theorie
73 | Ta | 398,0 | 10,027 £0,003 | 439,0 | 11,071 +0,004 | 1,044 +0,005 | 6,46 £ 0,58 3,59
78 | Pt | 459,56 | 11,593 £0,004 | 639,0 | 13,325 4+0,004 | 1,732+ 0,006 | 3,38 £0,47 3,60
79 | Au | 473,0 | 11,937+ 0,004 | 544,5 | 13,758 £0,004 | 1,821+ 0,005 | 3,54 £ 0,43 3,60
80 | Hg | 486,5 | 12,281 £0,004 | 566,50 | 14,319 +0,004 | 2,038 £0,006 | 2,63 £ 0,41 3,60
83 | Bi | 531,5b | 13,427 £0,004 | 6245 | 15,796 0,004 | 2,369 + 0,006 | 3,03 £ 0,39 3,52
92 | U | 681,56 | 17,248 £0,005 | 826,0 | 20,928 £0,005 | 3,680 £ 0,007 | 4,10 £ 0, 33 3.60

Tabelle 5: Messwerte zur Bestimmung der inneren Abschirmkonstanten so1

Die Fehler der Kantenabstinde lassen sich einfach {iber die Fehlerfortpflanzung nach Gaufs
geméfs

A(Er, — Eryy) = \/(AELIII>2 + (AEL11)2 (4.9)
berechnen, so dass man die Fehler der Abschirmkonstanten iiber
1 2 5 95Aa?  5T7aA2
Aso = ) - 4.10
1T 90— sy) [a\/A R. R. 16RL & s (4.10)

bestimmen kann.

Wie schon erwéhnt 1dsst sich die Abschirmkonstante so; auch iiber das Fluoreszenzspektrum
bestimmen, wenn die K,,- und die K,,-Linie bzw. deren Lage im Energiespektrum bekannt
sind. Aus diesen Werten (siehe Tabelle 6) ldssen sich iiber (4.8) die inneren Abschirmkonstanten
so1 berechnen, wobei

A = Eg, - Ex,,

gilt. Die entsprechenden Fehler lassen sich iiber (4.10) berechnen, da die Energiewerte bei
dieser Messung sehr nah beieinander liegen, ergeben sich sehr kleine Energiedifferenzen, was
bei der quadratischen Addition der Einzelfehler (4.9) fiir verhéltnisméfkig groke Fehler der
Energiedifferenz (und somit auch fiir grofse Fehler fiir so;) sorgt. Deswegen wurde an dieser
Stelle der Fehler fiir die Energiedifferenzen auf ca. 5 % abgeschitzt, was in etwa den Fehlern
der entsprechenden Energiewerte entspricht.
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K-Absorptionskanten

- - -
N S o
1 1 1

-
o
1

Konstante der inneren Abschirmung s,

¢ Messwerte
¢ Theoriewerte

55 60

65

T
70

L
75 80

Kernladungszahl Z

85 90 95

Abbildung 10: Zusammenhang zwischen der Kernladungszahl Z und der Konstanten der inne-
ren Abschirmung so1

Die Messwerte weichen bis auf einige Ausnahmen zwar stark von den Theoriewerten ab, was
bei dieser sehr empfindlichen Messung (gerade fiir die Werte der Fluoreszenzspektren) durch
ein zu geringe Aufkldsungvermogen des Detektors zu erkléren ist, beweisen jedoch die erwartet
Annahme, dass zwischen s91 und z kein erkennbarer Zusammenhang besteht.

7 Kanal E [keV] Kanal E [keV] EKul - EKaQ 51,0 $1,0,Theo.
56 | Ba 552 | 31,992+£0,042 | 555 | 32,167+0,042 | 0,175 £0,009 | 12,39 + 3,17 3,57
58 | Ce | 593 | 34,382£0,045 | 598 | 34,6744+0,045 | 0,291 4+0,015 | 8,71 +£4,14 3,59
60 | Nd | 633 | 36,714+0,048 | 643 | 37,297+£0,048 | 0,583 +£0,029 | 1,88 +5,20 3,58
62 | Sm | 686 | 39,803+0,051 | 692 | 40,153+0,052 | 0,350 £ 0,018 | 10,49 £ 4,40 3,61

Mit den Konstanten der inneren Abschirmung so; aus den Messreihen der L-Absorbtionskanten

Tabelle 6: Messwerte der K-Fluoreszenzspektren

(siehe Tabelle 5), lassen sich auch die Konstanten der vollstdndigen Abschirmung (siehe Tabelle

7) berechnen, wobei fiir j = §

3
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K-Absorptionskanten

4. E2 3 (Z —s )4
= > — 2 g\~ T 921) 411
Zeff
gilt.Entsprechend wiirde fiir j = %
4-FEy1 5-(z—s )4
=z- 2 o2 21 412
021 =% \/ R « 16 ( . )

Zeff

gelten. Hier wird sich allerdings auf die Lj;;—Kante beschrankt. Die Fehler konnen schlieflich
iber

. (4.13)

2. 2
Agy = \/2 (ABy)? + M(ASH)Q
Zeff Roo
berechnet werden. Der Wert E5 ; benennt dabei, die Energie der Rontgenquanten die von den
Absorberelektronen der Quantenzahlen n = 2 und j absorbiert werden (und auch die Lage der
entsprechenden L-Kante im Energiespektrum). Die entsprechenden Werte sind in der Tabellen
7 aufgefiithrt und in Abbildung 11 veranschaulicht.

z Element Kanal E [keV] $2.1 T91 j=3 OTheorie
73 Tantal 398 10,027 £0,003 | 6,46 0,03 | 19,31 £ 0,08 19,85
78 Platin 459,5 | 11,593 +£0,004 | 3,38 +£0,01 | 20,51 + 0,07 20,51
79 Gold 473 | 11,937 40,004 | 3,544 0,01 | 20,68 40,07 | 20,70
80 | Quecksilber | 486,5 | 12,281 + 0,004 | 2,63 £ 0,01 | 20,91 £ 0,06 20,84
83 Bismut 931,5 | 13,4274+ 0,004 | 3,03 +£0,01 | 21,26 + 0,06 21,25
92 Uran 681,5 | 17,248 £ 0,005 | 4,10+ 0,01 | 22,20 £+ 0,06 22,40

Tabelle 7: Lir-Absorptionskanten einiger Elemente
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L-Absorptionskanten und Fluoreszenzspektren

¢ Messwerte der LHI—Kante
¢ Theoriewerte der Lm-Kante
—— Ausgleichsgerade

Konstante der vollstéandigen Abschirmung o,

19,0 . : . , . , . , . ,
70 75 80 85 90 95

Kernladungszahl z

Abbildung 11: Zusammenhang der Kernladungszahl Z und der Konstanten der vollstindigen
Abschrimung o9

Durch die Messwerte der Ljrr-Kanten lisst sich ein linearer Zusammenhnag zwischen der
Konstante der vollstdndigen Abschirmung 91 und der Kernladungszahl Z erkennen, wobei bei
den Elementen Tantal und Uran Abweichungen auferhalb der Fehrlergrenzen aufgetreten sind.
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5 Diskussion

Die signifikantesten Fehlerquellen dieses Versuches sind in der Tatsache zu sehen, dass der ver-
wendete Detektor nicht den idealen Anspriichen geniigt, iiber ein Rauschen verfiigt und vor
Versuchsbeginn nicht ausreichend lang gekiihlt wurde. Ebenso ist zu beachten, dass der Detek-
tor iiber eine von 0 verschiedene Totzeit verfiigt. All dies konnte erkldren, warum gerade die
Messwerte des Fluoreszenzspektrums, aus welchen die Konstanten der inneren Abschirmung
s21 berechnet wurden, zu solch grofen Fehlern gefithrt haben (siehe Abb.10) . Was nicht wei-
ter verwunderlich ist, da die Absténde der Literaturwerte der K,,- und der K,,-Linie in den
Energiespektren unter 0,4 keV liegen, was nahe an den Grenzen des Auflosungsvermogens des
verwendetetn Detektors ist (siehe Abschnitt 4.2 ).

Des Weiteren lésst sich das Abweichen der mit (4.8) berechneten Werte (aus dem L-Absorbtions-
spektrum einiger Elemente) fiir so; relativ zu den Theoriewerten dadurch erkldren, dass es sich
bei der Gleichung (4.8) nur um eine N&hrung handelt.

Weitere Fehlerquellen stammen aus den theoretischen Anséitzen zur Losung der entsprechenden
Schrédingergleichung. So wird die Wechselwirkung der als starr angenommenen Elektronen
untereinander vernachlissigt. Ebenso ist eine Quelle fiir Ungenauigkeiten in den stérungstheo-
retischen Ansétzen zu sehen, bei denen nur bis zur linearen Ordnung \ Hg entwickelt wurde.
Uber das Enissionsspektrum des Samariums (siche Anhang) sollte noch gesagt werden, dass
neben den K,-Linien der Kupferelektrode auch noch ein mit ,* bezeichneter Peak zu finden
ist, der anscheinend von einer Schraube stammt, welche im Anschluss an das Experiment in
der Streukammer gefunden wurde.
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7 Anhang

[1] Ausdruck des Absorptionsspektrums von Uran
[2] Ausdruck des Emissionsspektrums von Samarium
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